










































集合 があったとき，集合 の部分集合の集合 （部分集合の集合を集合族，あるいは単




但し，部分族 が空集合の場合  である。位相 の
要素 を の開集合（open set），補集合が開集合となる の部分集合を閉集合 
（closed set）という。定義によって，空集合と全体集合 は閉かつ開である。位相空間とい
った場合，位相が与えられた集合を指し，組 で表す。最も粗い（弱い）位相は密着





Bourbaki （1989a,b）を参照。MITの大学院数学専攻の教科書である Munkres （2000）は，
例が多く，理解しやすい。





を正の実数としたとき， なる の全体 
を中心 ，半径 の開球（open sphere, open ball）という。距離空間（metric space）とは，
開球の和集合を開集合とする位相空間を指す。 
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それでも， の集合族 が任意に与えられたとき， の有限部分族の要素の共通部分からな
る集合族 は への位相の基底になる（Kelley, 1955, Theorem 12, p. 47）。上の（1.1）の
例の場合，各子供とその親で区分した集合族 から，有限部分族の共通部分からなる集合族
を作れば，集合族
を得て， は位相 の基底になる。このため，集合族 は位相の部分基底
（準基，部分基，subbase，subbasis）と呼ばれる。概していえば，いかなる集合族もある位
相の部分基底になり，そこから基底を作成でき，基底から位相を作れるわけである。 
4） 集合 と があったとき， と の組 の全体を集合 と の直積と呼び，
で表す。ある集合 上の二項関係（binary relation） とは，直積 の部分集合 
のことであり， のとき で示す。 は， と同義であ
り の逆関係（inverse relation）と呼ばれ， で表す。例えば，実数の全体 上の大小



























6） 位相空間 の部分集合 がコンパクト（compact）であるとは， の任意の開
被覆が有限開被覆をもつときをいう。 の被覆（cover, covering）とは， の集合族で，
その集合族の要素の和集合が を包含するときをいう。被覆の各要素が の開集合であれ





合は閉集合であり（Kelley, 1955, Theorem 7, pp. 140−141），コンパクト空間の閉部分集合




















































本節では， Grodal （1974）やHildenbrand （1974），Kannai （1970）が分析
対象とした選好空間と，経済学でしばしば想定されている選好空間を導入
し，それら２つの選好空間の関係を整理する8）。






負象限 としよう。消費計画 に対し，「 が より好まれる」
ことを消費集合 上の二項関係 で示し， で表すことにする。以下













消費計画 に対し， であれば，「 は よりも好まれない」
という意味になる。
強選好順序 とは異なる二項関係として，「弱選好順序」あるいは「弱
選好関係」がある。消費計画 があったとき，「 が と同程度好
まれる」，または「 は， と無差別，あるいは よりも好まれる」とき，
で表す。弱選好順序 については，次の性質を満たすと想定する。
完備性（completeness）任意の に対し， または が
成り立つ。
反射性（reflexivity）任意の に対し， が成り立つ。
推移性（transitivity）任意の に対し， かつ なら
ば， が成り立つ。
選好空間への位相




















（2）⇒（3）. とする。 の反射性より， である。 はハウス
ドルフ空間なので9）， なる の開近傍 と の開近傍 が存
在 す る10）。（2） よ り， 十 分 小 さ な 実 数 に 対 し， ，
，かつ，任意の に対して なる開
球 と が存在する。積位相は， や の全








（3）⇒（2）. として， とする。（3）より， ，か




ノート 2.2.　レンマ 2.1（1）と（2）が同値であり，選好順序 が推移性
を満たせば，選好順序 は完備性を満たすことを示すことができる。
Schmeidler （1971）参照。付言すれば，「（2）⇔（3）」については，Schmeidler 
（1969, p. 584）が を の補集合と定義しない場合の証明を与えている。
ファクト 2.3.　各弱選好順序 に対し，それに対応した強選好順序
を の補集合と定義する。このとき， が成り立つ。
証明.　 ， を の補集合とする。完備性と反射性より， は非反
射性を満たす。また，完備性より，次が成り立つ12）。
  （2.1）
したがって， の推移性より， は推移性を満たす。 は の補集合であ
選好空間への位相
10） 位相空間 があったとき， ， としたとき， なる




11） 集合 と の直積 があったとき，写像 や を射影（projection）
という。積位相（product topology）とは， や が位相空間のときに，すべての射影が連
続となる直積への最小位相になる。
例えば，２次元ユークリッド空間 は，１次元ユークリッド空間 の直積 になる。
したがって， の開集合 があったとき， や といった集合の集合族が へ
の積位相の部分基底になる。
しかしながら，平面であれば，ベクトル と があったとき，距離




るから， の連続性より， は連続性を満たす。かくして， が
成り立つ。 については，Grodal （1974）が示した次の例より従
う。
例2.4 （Grodal, 1974）.　消費計画 上の二項関係 は13），非反射性，推移
性を満たす。更に， であれば， なる消費計画 が存
在するので，集合 
は の開近傍であり，しかも，
すなわち，二項関係 は開集合であり，レンマ 2.1より， は連続性を満
たす。かくして， が成り立つ。ところが， のとき， ，
， であれば， ，かつ， であるが，
となって， は推移性を満たさない。すなわち， であ
る。
消費計画 があったとき， は「 は よりも好まれない」
と読むことができる。「 は よりも好まれない」ことが，「 は と同程度






13） 本 稿 で は， ベ ク ト ル と が あ っ た と き， す べ て の
に対し のとき， と書き表すことにする。 
395
３　Kannai条件とKannai位相






（KI） Kannai条件. 強選好順序の列 ，消費計画の列 ， があっ
たとき， ， ， であれば，組 の




















可能である（大学院用のミクロ経済学の教科書，例えば， Varian （1992, p. 







Theorems 3.1 & 3.2）。
定理 3.1 （Kannai）.　Kannai条件を満たす への最小位相が存在し，その





































う意味。）また，部分集合 が において稠密（dense）であるとは， の閉包が に
等しいことをいう。可算基底をもつ位相空間は可分である（Kelley, 1955, Theorem 14, p. 
49）。距離空間であれば，逆も真である（Kelley, 1955, Theorem 11, p. 120）。付言すれば，
可算基底をもつとき，第２可算公理（the second axiom of countability）を満たすという。
付言すると，Debreuが導入した位相は可分ではなく，「閉収束位相」よりも強いが， がコ






























（KII） Kannai条件.　弱選好順序の列 ，消費計画の列 ， があっ










消費集合の積 の部分集合の列 を考えよう。点 の
任意の近傍 に対し， であれば となる が存在する
とき，点 を の極限点（limit point）と呼ぶ。集合列 の極限点の
集合を の下極限（limit inferior, lower closed limit）と呼び，
で示す。一方，点 の任意の近傍 に対し，任意の自然数 に
対し となる が存在するとき，点 を集合列 の
集積点（cluster point）と呼ぶ。集合列 の集積点の集合を の上極
限（limit superior, upper closed limit）と呼び， で示す17）。極限点
は 集 積 点 で あ る か ら， が 成 り 立 つ。 し た が っ て， 
選好空間への位相
17） 上の閉集合の列を考えると理解が容易であろう。 が奇数のときに ，







集合 が閉集合であれば， 上の任意の収束点列 はKuratowski収
束する。
証 明.　 が 成 り 立 つ こ と を 示 せ ば 良 い。
と し よ う。 任 意 の 実 数 と 自 然 数 に 対 し， 
なる自然数 が存在する。 とすれば， 
となる自然数 が存在する。それを とすれば， 
な る 点 列 が と れ て，
である。集合 は積位相において閉集合なので， 
が成り立つ。したがって， である。
次に， としよう。 の可算基本近傍系 にお
いて， とすれば，集合族 も又， の可算
基 本 近 傍 系 で あ る。 各 自 然 数 に 対 し， 点 の 近 傍
をとれば，点 は閉集合 の点であ
る か ら， ， か つ， が 成 り 立 つ 点
が存在して， である。任意の実
数 に対し， であれば となる
ので が成り立つ。すなわち， である。
以上より， となって，列 はKuratowski収束
18） 位 相 空 間 が あ り， と す る。 の 近 傍 全 体 を の近傍系（neighborhood 
system）と呼ぶ。 の近傍系の部分族 があったとき， のすべての近傍 に対し， 
なる（ の近傍） を がもつとき， は基本近傍系（base for the neighborhood 
system）と呼ばれる。すべての に対し，可算な基本近傍系が存在するとき，位相空
間 は第１可算公理（the first axiom of countability）を満たすという。ちなみに，第
１可算公理を満たせば，部分集合 に対し， から収束点列を任意にとってきたとき








証明.　任意の自然数 に対し ，かつ， ，
なる点列 ， ， を考えよう。もし
であれば，証明終了である。そこで， としよう。然ら
ば，ある実数 が存在して， なる自然数 が無
数に存在する。 であったから，ある自然数 が存在し
て， であれば であり，また，仮定によって，










れてきた。 Grodal （1974, fn. 2, p. 281）やHildenbrand （1974, p. 18）が「閉
収束位相」と呼んでいる位相は，近年の数学文献において「Fell位相」と
呼 ば れ て い る も の に な る（Beer, 1993b,a; Holá et al., 1999; Holá and 













を の補集合 とする。このとき， 
 
この結果は，ファクト2.3と選好の連続性（レンマ2.1）より従う。この




直積 の非空なコンパクト部分集合 に対し， 
  
と定義したとき，直積 の非空な開集合 とコンパクト集合 から 
と を作成して得られる集合族を部分基底とした位相を
に対するFell位相という。Fell位相における開集合は，開集合 に ’hit’す
















選好空間 と への位相として， Fell位相が妥当であることは，ファ
クト 5.1のみならず，次の命題が示すように， Kannai条件を満たすことから
もいえる。






20） 定理5.2 （1）と（2）はFell （1962）が示している。また， （3）についてはBeer （1993a, 
Theorem 5.1.5, p. 140），（4）についてはBeer （1993a, Theorem 5.2.10, p. 148）を参照のこ
と。付言すると， Hildenbrand （1974, p. 19）は，元の空間が局所コンパクト，可分な距離空
間であれば，元の空間の閉集合の全体にFell位相を与えるとコンパクト，かつ，距離化可能






















空 間 は 第 １ 可 算 ハ ウ ス ド ル フ 空 間 で あ る か ら， WD に お い て
な る 収 束 点 列 を と っ て き た と き に，
であることを示せばよい。そこで，
としよう。 であり， であるから，十分小






ファクト5.4.　 へのKannai位相を ，Fell位相を とすれ
ば，
 








命題5.5.　 へのKannai位相を ，Fell位相を としよう。こ
のとき，選好空間 上では， である。
証 明.　Grodal （1974, Propositions 1 & 2, p. 282）， ま た は Hildenbrand 














22） への２つの位相 と があったとき， であるにもかかわらず， がコン
パクト空間であり， がハウスドルフ空間ならば， 上では になるというの
は，いささか，奇妙に感じるかもしれない。例えば， を への通常位相と
しよう。このとき， はコンパクトである。ところが， とす






こまで矛盾しないのかを示す。本稿では， の収束点列 の極限 が
Fell位相において完備性，反射性，連続性を満たすことを示す。


















は の開近傍になるから，自然数 が存在して， であれば
が成り立つ。 に対し， であれば，
407








（3） （ の完備性によって）; 
（4） なる実数 が存在 （ の閉性）; この結果，
（5） なる実数 が存在する。
以上の性質より，次の集合族は所期の開近傍の候補に見える。
確かに，十分小さな実数 をとれば， はFell位相において の開近
傍になる。ところが，どれだけ を小さくしても，何らの矛盾を得ない。そ
の 理 由 は， 次 の 通 り で あ る。 な る
と， なる が
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The Fell Topology for Preference Spaces: Preliminary Results
Toshiyuki OKUYAMA
《Abstract》
The topology of closed convergence (Fell topology) has hitherto served 
as a standard model of neighboring preferences in economics. Grodal (1974) 
and Hildenbrand (1974) provided thorough analyses of the Fell topology for 
irreflexive, transitive, and continuous binary relations on a given set of 
alternatives. The purpose of this paper is to give a preliminary analysis of 
whether the Fell topology can be a rational model of neighboring 
preferences on the space of complete, reflexive, transitive, and continuous 
binary relations. I demonstrate, as an intermediate result, that the 
subspace of complete, reflexive, and continuous binary relations is closed, 
and hence compact, under the Fell topology.
